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14 Meetkunde toepassen

Voorkennis Zwaartelijnen van een driehoek

Bladzijde 48
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-GGG

b Voor het midden M van DG geldt
a7 Gll) (-6
ot -5i-2-(})-(1)-(5)
g=d+2DM = (_f) +2 - (131) s (177)
Dus G(17, 7).

14.1 Zwaartepunten, middelloodlijnen en bissectrices

Bladzijde 49

Ha x>y

b 54Z=7BZ,AZ=xen BZ=24 —x geeft

5x=17(24 —x)
5x=168 —Tx
12x =168
x=14

De afstand van 4 tot Z is 14.

ﬂ a Fr is ten opzichte van het zwaartepunt evenwicht van momenten, dus geldt 44Z = 3BZ.
Dit geeft BZ=3A4Z.
b Substitutie van BZ=2%AZ in AB = AZ + BZ geeft AB=AZ+3AZ=}AZ, dus AZ=34B.

3

¢ 7=a+AZ=a+3AB=a+i(B-a)=a+3b-3a=%a+3b=7(4a +3b)

kingen.com

Bladzijde 51
]l Voor het zwaartepunt Z van Z; met massa m, +m, en C met massa , geldt
-> 1 -> - 1 1 - - -
z=————((m+my) -z, *+my - c)=—————"((m+tmy) ————(m-atm-b)ytmy-c
m1+m2+m3 (( 1 2) 1 3 ) m1+m2+m3 (( 1 2) m1+m2( 1 2 ) 3 )
1

- - -, 1 - - -,
= (myratm, bt+m,-c)=—(m,ratm, b+tmyc)met M=m +m,+m,
m1+m2+m3( 1 ) 37 C) M( 1 2 3°C) 1 2 3

Bladzijde 52
n Zie de figuur hiernaast.

A heeft massa 6.

B heeft massa 8.

C heeft massa 2.

D heeft massa 4.

De totale massa is 6 + 8 +2 + 4 = 20.
z=2(6-a+8-b+2-¢+4-d)

bl () ()2 (2)++-)
555+ ()6 22

_d, (47) . (2%7—(3,)
20
53/ |28
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Il a Zie de figuur hiernaast.
A heeft massa 6.
B heeft massa 6.
C heeft massa 6.
De totale massais 6+ 6+ 6 = 18.
Z=%(6-a+6:5+6-7)

(o Gy)=o- 3o+ (1)
)+ (3)+(35)

15 3
3

1
1

1

Alternatieve uitwerking

Zie de figuur hiernaast.

A heeft massa 6.

B heeft massa 6.

C heeft massa 6.

De totale massais 6+ 6+ 6 =18.
Z=%6-a+6-b+6"¢)

- a3} o+ }) - 3)
((35)+(5)+ (35

' (303) - (102)

1

1
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1 e

[

0 1 3 3 4 5 6 o
Zie de figuur.
Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

4 0} (2} [4

L
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Alternatieve uitwerking
y

Zie de figuur.
Elke massa is 1 en de totale massa is 10.

= a) (oo« fob+ ()6 (2] (o)) ()3

I 4Z:MZ=2:1,dus AZ=%4M.

Dusz=a+24M =a +%(m - a).

Bladzijde 53
[} Zie de figuur hiernaast.
A heeft massa 6.
B heeft massa 4%.
De totale massa is 105 en #= £,
2

ol (-4 -0
E (1234;)=(?§)

I} Zie de figuur hiernaast.
A heeft massa 4.
B heeft massa 12.
C heeft massa 8.
De totale massa is 24.

=186 €)-+-B)-(3
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[l De totale massais4+6+2+3 =15,
e B B D - -G
z 15(4 (3)+6 (5)+2 (1 3017 5(12) Flao) Tl e )) T T ls3) Tl
Dus Z(3, 3%).

i1l Zie de figuur hiernaast.
De massa van de cirkel met middelpunt 4 is =« - 12=1.

De massa van de cirkel met middelpunt B is & - 2% = 4.
De totale massa is 4m — = = 3. 21—

o) ()-4E)- () | 4
e (6)-=- (ol =4() - (o) -(5) o
N A
g

P |

1<

Bladzijde 54
'l a ZAMP=90°, dus AP? = AM?+ MP?
AM=BM
£BMP =90°, dus BP? = BM*? + MP*?
: PQ
b ZA4QP=90°, dus sin(£ZPAQ) = P
PO PR

ZARP =90°, dus sin(ZPAR) = % AP AP

ZLPAQ=ZPAR

2 = BM2 + MP2?
}AP BM™+MP"\ 1 p2_ gp2 dus AP = BP

dus PQ= PR

Bladzijde 56
‘Y] a Infiguur 14.20is x + o + o + x = 180°
20 +2x=180°
2(o +x)=180°
o +x=90°
Dus b, en b, staan loodrecht op elkaar.
|3x +4y—24| [12x+ 5y — 60|

V25 V169
|3x + 4y — 24| B [12x + 5y — 60|
5 a 13

5|12x + 5y — 60| = 13|3x + 4y — 24|
5(12x + 5y — 60) = 13(3x + 4y — 24) v 5(12x + 5y — 60) = 13(-3x — 4y + 24)
60x + 25y —300=39x + 52y — 312 v 60x + 25y — 300 =-39x — 52y + 312
21x—27y=-12v99x + 77y =612
Tx—9y=-4v99x+77y=612

¢ Delijnx — 3y =-14 oftewel y = %x + 13—4 heeft richtingscoéfficiént % en is dus stijgend.
De lijn 3x + y = 18 oftewel y = -3x + 18 heeft richtingscoéfficiént -3 en is dus dalend.
In de figuur zie je dat k een dalende lijn is.
Dus uit de figuur volgt dat 3x + y = 18 een vergelijking van & is, en niet x — 3y =-14.
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a Uit de eigenschap dat in een ruit de diagonalen de hoeken middendoor delen.
b AB=(5-2P+QR2-172=9+1=10

AC=\J3-27 + 4~ 1}=1+9=110

Omdat AB = AC en p hoek BAD middendoor deelt, ligt er op p een punt D waarvoor
ABCD een ruit is met diagonaal AD.

Een ru1t is een parallellogram dus er geldt AD =4B + AC.

Dus r =AD =AB + AC.

a5 2
re-e-2-()-{)-{)

> == ——= (3} (1} (4} A (1 - (1 o
r—AB+AC—(1) (3)—(4)—(1)dsn —( 1)enpx y=1.

€ g is de bissectrice van AKLM en AKLM A(LK M ), dus g is de bissectrice van
de hoek tussen de vectoren LK en LM .

d IK=F -1 =((2))—(6)=(_4),dus ILK| =3 + (-4 =+/9+16=/25=5.
fﬁ=ﬁ—7=(_§)—(2)=(_fz), dus |LM | = 52 + (122 = \[25 + 144 = /169 = 13.

e Nesrin heeft gelijk, want zij gaat uit van een ruit waarvan de zijden lengte
13 - |LK|=5 * |LM | = 65 hebben. Thomas gaat niet uit van een ruit.

—): .—‘) .—)= 5 _3 . 5 S _39 25 = _14 A(1)
7,=13-LK+5-LM =13 (_4)+5 (_12) (—52)+(—60) (_112)— 8)

dus ﬁq= (_?) eng: 8x—y=18.

P(x, y) op een bissectrice geeft d(P, k) =d(P, )
[3x — 4y — 12| |5x + 12y — 48]
5 13
13- 13x—4y— 12| =5+ |5x + 12y — 48|
133x— 4y —12)=5(5x + 12y ~ 48) v 13(3x — 4y — 12) = 5(-5x — 12y + 48)
39x — 52y — 156 = 25x + 60y — 240 v 39x — 52y — 156 =-25x — 60y + 240
14x — 112y =-84 v 64x + 8y =396
x—8y=-6v 8 +y=49}
Dusm:x—8y=-6enn: 8x+y=49%.

De snijpunten met de y-as zijn 4(0, %) en B(0, 49%).
d(4, B) =493 — ;=485

Bladzijde 57
> _p_ > [4Y_(12) _(-8 - _[I5 . _
rg=b—a (15) (0) (15),dusnAB (S)enAB.15x+8y 180.

> _> 2 (0} _(4)_[H4 - (3 s R =
rpe=C¢C b_(12) (15) (3),dusnBC (_4)enBC.3x 4y =-48
P(x, y) op k en d(P, AB) = d(P, BC) geeft

|15x+8y—180| |3x — 4y + 48]

/289 V25
|15x + 8y —180| [3x — 4y +48|
17 B 5

17 - [3x — 4y + 48| =5 - [15x + 8y — 180|

17(3x — 4y +48) = 5(15x + 8y — 180) v 17(3x — 4y + 48) = 5(-15x — 8y + 180)
51x — 68y + 816 = 75x + 40y — 900 v 51x — 68y + 816 =-75x — 40y + 900
-24x— 108y =-1716 v 126x — 28y = 84

2x+9y=143v9x—2y=6

Uit de ﬁguur volgt k: 9x — 2y = 6.

AC: _+E_ 1 oftewel AC: x+y=12

© Noordhoff Uitgevers by Meetkunde toepassen
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9x—2y=6
2x+2y=24
11x=30

x=2£ 3
11 =092
x+y=12}y i

k snijden met AC geeft {9x 2y ‘ ‘ oftew {

Dus D23, 93).
Alternatieve uitwerking
Bi=a-b= (15) - (145) = (_185), dus |4B| = /82 + (-152=17.

BC=c-b= (102) - (fs) = (:;‘), dus [BC|= (3 + (42 =5.

R mR_c.| 8 .—4=40 -68 28\ A - (9
=5-BA+17-BC=5 (_15)+17 (_3) (_75)+(_51) (126)_(9) dusnk—(_z)

en k: 9x—2y—6
AC: —+—=loftewelAC x+y=12

12
9x — 2y 6’ 9x—2y=6
k snijden met AC geeft { 5| © wel {w
11x=30
x=2% _03
x+y=12}y_911

Dus D2, 92).

11 a 0(0,0) en A(8, 0), dus de middelloodlijn van O4 is de lijn x = 4.

44

m is de middelloodlijn van OB.
Het midden van OB is het punt (1, 3).

-~ > (NN

”m:r03=(6)é(3)

x+3y=c _ a1

door (1, 3) c=1+3-3=10

Dus m: x + 3y = 10.

i:iy=10}4+3y=10
3y=6

y=2
Dus M(4, 2).

b r=dM, 0)=4+22=/20

Dus een vergelijking van de omgeschreven cirkel is (x — 4)? + (y — 2)? = 20.

M is het midden van het lijnstuk 4B en k is de middelloodlijn van het lijnstuk 4B.
N is het midden van het lijnstuk BC en / is de middelloodlijn van het lijnstuk BC.

A(3,0) en B(7, 4) geeft M(3(3+7), 5(0 +4)) =M(5,2) en 7,5 = (Z) - ((3)) = (3) L ( })
ﬁk=?AB= (}), dusk:x+y=17.

B(7, 4) en C(5, 6) geeft N(L(7 + 5), 1(4 + 6)) = N(6, 5) en 7y = (2) - (Z) - ("g) 2 (_11)
;;1=7BC:(_11)= duslx—y=1.
x+y=17
Zoy=1_
2y=6

y=3 _
x+y=7}x 4

k snijden met / geeft {

Dus (4, 3) is het middelpunt van de cirkel door 4, B en C.
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(4P + (=3 =P
door A(3, 0)

(x—4)2+(y—3)2=10} 2 2
. (1-4)2+(@4-3=10
?

D(1, 4) op de cirkel? 9+1=10

klopt
Dus D ligt op de cirkel die door 4, B en C gaat.
Dus de punten 4, B, C en D liggen op één cirkel.

}r2=(3—4)2+(0—3)2=1+9=10

a % snijden met de y-as geeft 4y = 12, dus y = 3 en 4(0, 3).
k snijden met / geeft 3x + 4 = 12 oftewel 3x = 8, dus x = 2% en S22, 1).
b P(x, y) op een bissectrice geeft d(P, k) = d(P, ])
[3x + 4y — 12| B ly—1]
5 1
|3x+ 4y — 12| = 5]y — 1
3x+4y—12=5(y— 1) v3x+4y—12=5(-y +1)
3x+4y—12=5y—-5v3x+4y—12=-5y+5
3x—y=7v3x+9=17
Uit de figuur volgt m: 3x —y =7 oftewel m: y = 3x — 7.

=E—3=(3p’i7)‘((3)) (3pr0)

s-i-a-(3)-(9)-(3)=3)

—_  — —_—s —

AS L AP geeft AS - AP =0

4): (3pf’10) 0

4p-3(3p—10)=0
4p—9p+30=0
-5p=-30

p=6

3

!

o
A

Dus P(6, 11).
2 2
wii-(,2 B
e SP=ps (3p—7) (1 Ip—38

AP LSP geeﬂﬁ-§ﬁ=0

2
(37 10) 6, 8)0
3p-10/ \3p—8
P29 +(3p—10)3p-8)=0
PP=23p+9p2—24p-30p+80=0
10p2 - 563p+80=0
3pP—17p+24=0
D=(-17—-4-3-24=1

1741, _17-1_
6 P=%

vold. niet

2

Wi

Dus P(3, 2).

Alternatieve uitwerking

n L m, dus de lijn ¢ door 4 evenwijdig met » snijdt m loodrecht in P.

Uit b volgt n: 3x + 9y =17.

q // n en g door A0, 3) geeft g: 3x + 9y =27 oftewel g: x + 3y =9.

m snijden met g.

Substitutie vany =3x — 7 inx + 3y =9 geeft x +3(3x —7) =9
x+9x-21=9
10x=30
x=3

x=3geefty=9-7=2

Dus P(3, 2).
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Bladzijde 58
| 4P| =|SP| oftewel [AP[ =|SPJ? geeft p? + (3p — 10y = (p— 232 + (3p — 8)?

PP+ 9p? — 60p + 100 = p?

~63p=-28;
p=4;

Dus P(43, 6).

Mogelijkheid 1: Z40S =90°.

m L n, dus de lijn ¢ door 4 evenwijdig met m snijdt n loodrecht in Q.

q // m en g door A(0, 3) geeft q: y = 3x + 3.
g snijden met n.

Substitutie van y = 3x + 3 in 3x + 9y = 17 geeft 3x + 9(3x +3) =17
Ix+27x+27=17
30x=-10

—_1
X=73

x=—%geefty=—1 +3=2

Dus O(-3, 2).

Mogelijkheid 2: ZSAQ =90°,

n: 3x + 9y =17 oftewel n: y = —%x + 1%
Stel Q(q, ~3q + 1).

- q _0= q

B-i-i-( 1% - () [ )

1540 = A0, 9 -

AS AQ Ogeeft(_3) (—%q—lé) 0
49-3(-3¢=15)=0
4q+q+3%=
5q=—3%

2 1 q=_§
Dus O(-2, 23).

@ m-5-3-()-()-(

AC=c-

—

Qi

<><§><> 0

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

~53p+T5+9p2 —48p + 64

1 6 8\ A (2 - (1 ] _
=24B+AC=2 ) (2) (_4) = (_1), dus n, = (2) enk:x+2y=6.
k snljden met de x-as geeft D(6, 0).

= ’-:AC: (?), dus m: 3x +y=13.

nm
m snijden met k geeft het punt E.
{x+2y 6 H {x+2y 6
3x+y=1312 6x+2y=26
-5x=-20
P }4+2y 6
x+2y=06 2y=2
y=1
Dus E(4, 1).

Hoofdstuk 14
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Geval 1: ZDPE =90°.

m L AC, dus de lijn p door D evenwijdig met AC snijdt m loodrecht in P.
p /! AC en p door D(6, 0) geeft p: x — 3y = 6.

m snijden met p geeft het punt P.

3x+y=13H 9x+3y 39
x—3y=6 x—3y=6_ 7
10x 45
x=47 L4156
x—3p=6"2" 7
By=1;
y=-}
DusP(4§,—5

DP?= (41— 6y + (-3 =2t en EP?= (45— 4P + (-5 - 1)*=2;3
Dus in dit geval is drichoek DEP een gelijkbenige driechoek.
Geval 2: ZEDP=90°.

-

Hpp= y ( 21) geeft DP: 2x —y =12
DP snijden met m geeft het punt P.

{2x—y=12

3x+y=13

se=05 =

F=5 }10—y=12
2-y=12f 7
Dus P(5, -2).

DE?=(4-6)*+(1-0=5enDP>=(5-6)>+(-2—0)*=5
Dus in dit geval is drichoek DEP een gelijkbenige driehoek.
Conclusie: in beide gevallen is driehoek DEP een gelijkbenige driehoek.

14.2 Cirkels en raaklijnen

~ Bladzijde 60
“lal

b 2
c 2
d 2

Bladzijde 61
B r, = r,=dM, k)= iz —22

M,(-1,0), dus c;: (x+ 1)2+y*=8.
My(4,5),dus ¢y: (x— 4y + (y— 5)2=8.

%] @ b=-4a+%invullenin |3a—1+5|= 542+ 5 geeft|3a—1—4a+3%|=/5a>+5
_ 3 3

l-a— =54 +5
kwadrateren geeft
@ +2 3 +35=5a>+5

4a’ - -a + 4— =0

36a% — 6a + 44 0

18a>—3a+22=0

D=(-3)-4-18-22=-1575
D <0, dus b=-4a +% voldoet niet.

b Elke lijn k: y = ax + b heeft een richtingscoéfficiént, dus de verticale richting sluit je

hiermee uit.
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Bladzijde 62
Stel M(2p, p) is een punt op m.

2:2p-p-1| |2p—2p-5
O, By = d, 1) gooty 22221 _12p=2p 5]

V3 V5
Bp—p-1_|5l
5%
3p—1|=[-5|
3p—-1=5v3ip—-1=-5
3p=6v3ip=-4
p=2vp=-1
—p,= - Sl B
rl_rz—d(M,k)—d(M[)_ﬁ__\/_gﬂ\/g

p =2 geeft M(4,2), dus ¢;: (x—4)*+(y—2)2=5.
p=-15 geeft M(-2},-13), dus ¢ (x + 222+ (y + 112 =5,

Voor het middelpunt M van de cirkels geldt d(M, k) = d(M, I).
Dus M ligt op de bissectrices van de lijnen k en /.

Omdat M ook op m ligt, kun je de codrdinaten van M, en M, vinden door de bissectrices van k en [ te

snijden met m.

a M(5,0)enr, =3.
M14,0)enr,=6.
dM,N)=14-5=9
dM,N)—r,—r,=9-3-6=0
Dus de cirkels raken elkaar.

b De cirkels raken elkaar op de x-as in het punt (8, 0).
De verticale raaklijn in dat punt is de lijn k;: x = 8.
Stel k: y =ax + b oftewel k: ax —y+ b =0.

15a—0+b]

Vat+1
|5a+b|=3+/a®>+1

[14a -0+ b|
ays T

Jai+1
|14a+b|=6~/a® + 1
Hieruit volgt 2|5a + b| =|14a + b
2(5a+b)=14a+bv 2(5a+b)=-14a— b
10a+2b=14a+bv 10a+2b=-14a-b
b=4av3b=-24a

d(M, k) =3 geeft

d(N, k) = 6 geeft

b=4avb=-8a
b=4a invullen in |5a + b| = 3/a® + 1 geeft |5a +4a\|/iW
[9a] =3\/a® +1
81a2=942+9
T2a*=9
a2=%

a=\/§=}‘ 2va=-\/§=—‘1¢
a=3¢\/§geeftb=\/Eena=—‘17\/§geeftb=—\/§.

Dus ky: y=5x/2 + V2enk,:y =—%x\/§— N
Hiermee zijn de drie lijnen gevonden, dus » =-8a voldoet niet.

Hoofdstuk 14
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m: x — 2y = -4 oftewel m:y=%x+2
Stel M(2p, p + 2) is een punt op m.
3-2p-(p+2)|_[2p-3(p+2)+8

d(M, k)= d(M, 1) geeft

V10 V10
l6p—p—2|=|2p—3p—6+8]
15p—2[=Ip+2|
5p—2=-p+2v5p—-2=p—-2
6p=4v4p=0
p=3vp=0

2 1 A2 13'1%_2% |13| 11 16 _ 3
=3 geeft M (15,25 enr,=dM}, k) = N \/7 \/_0 3\/7 dusr 2= 90 "
Dus c;: (x— 152+ (y—29* =5
— 0 geeft My(0, 2) en ry =iy k= o2 P22 Ay
p 2\ 2 2 \/E \/1—0- \ﬁﬁ’ 2710 &

Dus c,: 22+ (y—2)* =2,

Stel M(2 + 2p, 2 + p) is een punt op k.
l.y=-4x+8oftewel : 4x +y—8=0
|4-2+2p)+2+p—8|

dM, 1) = d(M, x-as) geeft NG =2 +p|
|8+8p+2+p—38|
e =[2+p|
9 +2|
NE 2+pl

) |9x + 2|
Voer in y, =7—7—eny2 =|2+x|.
De optie snijpunt geeft x =-0,780... en x = 1,280...
Dus M(0,438...; 1,219...) en N(4,561...; 3,280...).
d(M, N)=/(4,561... — 0,438...)* + (3,280... — 1,219...)* = 4,61

Bladzijde 63
a M, en M, liggen op de bissectrices van & en /, en tevens op afstand ﬁ vanken /.

A, By = d(i, 1y et X221 =3 3]

(M, k)=d(M, 1) gee Jio Ji0
3x-y-9=x-3y—-3v3x—-y—9=-x+3y+3
2x+2y=6vix—4y=12
x+y=3vx—-y=3

Uit de figuur volgt dat M, op x +y =3 ligt.

M, op x +y =3 en x, =p geeft My(p, 3 — p).

3p—-3-p)—9
d(My, k) = /10 geeft "’—(MLL Ji0

3p—3+p—9|=10
l4p — 12| =10
4p—12=10v4p—-12=-10
4p=22v4p=2
P=5;vp=3

p =53 geeft M,(5 %, -23) vold. niet

p =7 geeft My, 23)

© Noordhoff Uitgevers bv
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Uit de figuur volgt dat M, op x — y = 3 ligt
M,opx—y=3eny, =q geeft M)(q +3, q).

3(g+3)—¢ -9
d(M,, k) = /10 geeft N, =10

13g+9-4—9]-10

|2q|=10
29g=10v2¢=-10
g=5vg=-5

q =15 geeft M,(8, 5)
q = -5 geeft M,(-2, -5) vold. niet

b De staal ry van ¢, is ry = d(M,, My) = \[(8 — 12 + (5 - 212 = \J2 L.
Om vergelijkingen van de gemeenschappelijke raaklijnen van ¢, en c; op te stellen,

gebruik je dat de afstand van M, tot deze raaklijnen gelijk is aan 62 en de afstand van
M, tot deze raaklijnen gelijk is aan \/—
Stel m: y = ax + b oftewel m: ax — y + b = 0 is een gemeenschappelijke raaklijn van c, en c,.

ta-21+b
d(M,, m) = /625 geeft %-—L V621
lre—ab ol ol T

-5+

d(M,, m) =10 ge ot L8| \/— =410
18a—5+b|=10- Ja2+1

Hieruit volgt I%a—2%+b|=\/67}1- |8a—5+ b
l3a—23+b|=21-18a—5+b|
5a—=25+b=2L8a~5+b)via—21+b=2L(8a+5-b)
3a—23+b=20a—125+23bvia— 21+ b=-20a + 12} - 215
-13b=19}a—10v3ip=-201a+15
b=-13a+65vb=-55q+42

Substitutie van b=-13a + 65 in [8a — 5+ 5| = \/10 - \Ja? + 1 geeft [8a—5— 13a+ 62| = /10 - Ja® + 1

|-5a+13|=10- a2 +1
25a> - 163a+21=10a%+ 10
15a— 163a—73=0
27a*>-30a—-13=0
D=(-30)2—4-27--13=2304
_30+48 3048
54 54

W=

. lgva=
a= 1;l geeft b=-13 - 1%+6§=—12$, dusm:y= lgx— 12%.
a=—%geeftb=-l3 -—§+6§=11, dus mz:y=—%x+11.

Hiermee zijn de twee gemeenschappelijke raaklijnen gevonden, dus b = —Sga + 4% voldoet niet.
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30 ?k = (4) en ;x_as = (g) en [ de bissectrice van Z(k, x-as) geeft 71 = (‘31) + (

3
Dus voor een punt P op / geldt P(3p, p).
De straal van ¢, is 1, dus M(3, 1) en OM =/3?+ 12= \J10.
Zie de figuur hiernaast.
De straal van ¢, is gelijk aan r gesteld.
AOAM © AMCN geeft
OM _AM
MN CN
VIO g
r+1 r—1
T - \T0=r+1
r\/—l_O —r= \/ﬁ +1
AT0-1)=T0+ 1
JIO+1 (10+1 10+1 10+210+1
o = N - -
JI0-1 10-1 10+1 10-1

il a AM=10,AN=10—-ren MN=r+10.

12+2/10

¢ raakt de positieve x-as in 4, dus M4 staat loodrecht op de x-as, dus ZMAN = 90°.
De stelling van Pythagoras in driehoek AMN geeft AN? + AM? = MN?, dus

(10 — )2 + 10% = (r + 10)2.

b Haakjes wegwerken geeft 100 — 207 + 2 + 100 = r* + 207 + 100

~40r=-100
r=2%
Dus d: (x— 23 +y*= 6.

Pladzijde 64

L a  Stel de straal van d gelijk aan 7.
Zie de figuur hiernaast.
MP=8, NP=6—renMN=r+8.
De stelling van Pythagoras in drichoek MNP geeft
MP? + NP? = MN?
82+ (6 —r)? = (r + 8)?
64 +36—12r+ 12 =r+ 16r+ 64
-28r=-36
r= 1%
Dus d: x2+ (y— 132 =15

b Noem deze cirkel e en stel de straal van e gelijk aan r.
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in driehoek MOR geeft
82+ (r +6)? = (r + 8)*
64+ 72+ 12r +36 =12+ 16r + 64
-4r=-36
r=9
Dus e: x> + (y +9)? = 81.
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il a Destraal van cis 9.
Stel de straal van d gelijk aan r.
Zie de figuur hiernaast.
MP=9—r, NP=7—ren MN=r+9.
De stelling van Pythagoras in drichoek MNP geeft
MP? + NP? = MN?
O-r+(T-r?=(+9)?
81— 18r+r2+49—14r+r2=72+18r+ 81
r—50r+49=0
r—D(Fr—-49=0
r=1vr=49
vold. niet
Dusd: (x— 12+ (y—1)*=1.

b Stel de straal van e gelijk aan r.
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek MQOR geeft
OR? + MR* = QM?
O—rP+(@F+72=(+9)7
81 —18r+ 12+ 72+ 14r+49 =2 + 18r + 81
P—22r+49=0
D=(22~4-1-49=288, dus /D =288 =122
2241242

r=————=11+6\2vr=11-6\2

vold. niet

Bladzijde 65
EXl a Zie de figuur hiernaast.

OM,=3,0M,=12, OM,=p, M\\M;=r+3 en

MM, =r+6.

De stelling van Pythagoras in drichoek OM, M, geeft

OM >+ OM,? = M\M;?

32+p2=(r+3)2

pEED =i 3

De stelling van Pythagoras in drichoek OM,M, geeft

OM,? + OM,? = M,M;?

122+ p? = (r+6)?

p*+ 144 =(r + 6)

b p?+9=(r+3)oftewel p>=(r+3)2—9

p?+ 144 = (r + 6)? oftewel p? = (r + 6)2 — 144

Dit geeft (r + 3> — 9= (r + 6)> — 144
P+6r+9-9=r2+12r+36- 144
-6r=-108
r=18

r=18 geeft p?= (18 +3)2 —9=432, dus p=/432=12\3vp=-123

vold. niet

Dus p=12/3enr=18.

EH @ De cosinusregel in drichoek M\ M,M, geeft M,
M M? = M,M)? + MyM:2 2 - MM, - MyM, * cos(L M, M,M,)
82=42+62-2-4- 6 cos(LM,M,M,)
64 =16 + 36 — 48 cos(L M, M, M) 8
48 cos(LM M,M;) =-12
cos(LM M, M) = —%

LM M,M, = 104,5° M, M,
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b Indrichoek MMM, is M\M, =4, MM, =r+3 en MyM;=r + 1.
De cosinusregel in driehoek M, M,M; geeft (r + 32 =42+ (r+ 1> =2 - 4 - (r+ 1) - cos(LM, M, M)
P+6r+9=16+r*+2r+1-8(r+ 1)cos(LM,M,My)
8(r + 1)cos(LM, M,Ms) = -4r — 8
o8 ACr—2)_ -2

cos(LM M, M;) = &r+8 4Q2r+2) T 2r+2
L2
lim =2 = fim —L =5 =D =1
r—>w2r+2 r—>°02+% 2+0 ?
r

cos(LM,M,M,) =3 geeft LM MM, = 120°
Zie a, voor r = 5 is ZM,M,M,; = 104,5° <120°.
Dus er zijn geen waarden van » waarvoor ZM; M, M, groter dan of gelijk aan 120° wordt.
¢ Destraal van ¢, is 3 en OM, = 1. y
Stel x,, = p.
Zie de figuur hiernaast. Ms(p, 1)
De stelling van Pythagoras in driechoek PM M, geeft
M, P*+ PM,? = M\M;?
(p+3)P+r=(r+3)*
pr+ep+9+r2=P2+6r+9 r+1
p*+6p=06r
pt=-6p+6r
De stelling van Pythagoras in drichoek PM,M, geeft —1/
M,P? + PM;2 = M,M,? M, ONu/Cz P X
(p—1*+r=(@+1)
pP-2p+1+r=r2+2r+1
pP—2p=2r
p*=2p+2r
Hieruit volgt -6p + 6r=2p + 2r
4r=8p
r=2p
pP*=2p+ 2r}
r=2p

Cg r+3

pP*=2p+2-2p
p*=6p

p=0 v p=6
vold. niet
p="6geeftr=12

Dus M,(6, 12).

Bladzijde 66
Zie de figuur hiernaast. y
De straal van d is gelijk aan 7, gesteld.

De stelling van Pythagoras in driechoek MNP geeft
PM? + PN? = MN*?

82+ (8—r)=(r,+8)

64+ 64— 16r,+rf=rp2 + 16r,+ 64

-32r,=-64

Fy=2
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Stel (0, q) en de straal van e gelijk aan 7,,. y
Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras in drichoek ONQ geeft
ON?+ OQ? = NQ?
2+t =(r, +27
d+g*=r2+4r,+4
g’ —r}=4r,
De stelling van Pythagoras in drichoek MOR geeft
OR* + MR? = MQ?
(8—qP+82=(r, +8)
64—16g +q*+64=r2+16r,+ 64
g —r}2=16r,+ 16q — 64
Hieruit volgt 167, + 16 — 64 = 4r,
16g =-12r,+ 64
q= —%re +4

2, == 2=4
7 Ze re} (37, + 42 —r2=4r,
g=-3r,+4 0
erl—6r,+16 —r2=4r,
~r2—10r,+16=0

Tr 2+ 160r,— 256 =0
D=1602—4-7--256=32768, dus /D =+/32768 = 128,/2

-160+ 128+/2 -160 —128+/2
r =—\/—=—11%+9%\/§vr =—\/7=—11%—9%\/§
g 14 g 14
vold. niet

Dus de straal van e is ~1 1% +95./2.

14.3 Cirkels en snijpunten

Bladzijde 68
a Substitutie vany =-x — Linx?+ ) - 10x —4y -3 =0 geeft ¥* + (-x— 1)2— 10x —4(-x— 1) -3 =0
W2 +2x+1-10x+4x+4-3=0
22 —4x+2=0
D=(-4y-4-2-2=0
D =0, dus de & en c hebben één punt gemeenschappelijk.
Dus k raakt aan c.
b x*+3?2-10x—4y—-3=0
¥ =10x+3y>—4y—3=0
(x=5)2-25+(y—2P—-4-3=0
(x—5P2+(y—2)2%=32
Dus M(5, 2) en r=+/32 =4,/2.
I5+2+1] (8 8
M(5,2)enk:x+y+1=Ogeeftd(M,k)=——=—=$=4\/§.

7\
d(M, k) =r, dus k raakt aan c.

Bladzijde 69
a D=484, dus D=/484=22.
_12+22 ., 0 12-22
“T10  sV* T
x=3%geefty=2-3%—3=3‘5l
x=-1geefty=2--1-3=-5
De snijpunten zijn (3 %, 3%) en(-1,-5).
[4:5-1-4
b d(M, k)<rgeeft—T

X

< /17 en dit geeft 2 < g < 36.
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Van c, is het middelpunt M(2, 1) en de straal r = J13.
k:y=x—3oftewel k: x—y—-3=0

2-1-3] _|-2[_ 2
AM, k)y=——F—=—="—F7=="==+2
MB=——= 5% V2
d(M, k) <r, dus k snijdt ¢, in twee punten.
[:2x +y="Toftewel I y=-2x+7

Substitutie van y = -2x + 7 in x2 + % + 2x + 2y = 18 geeft x> + (-2x + 7)* + 2x + 2(-2x + 7) = 18
X2 +4x?—28x+49+2x —4x+14=18

5x2—30x+45=0
x¥*—6x+9=0
D=(-6)?-4-1-9=0
D=0, dus / raakt c,.
Van c; is het middelpunt M(4, -1) en de straal r = 3.

4-3--1+3 10
| LISt

Jio Vo (10

d(M, m) > r, dus m heeft geen punten gemeenschappelijk met c;.

d(M, m) =

kx—y+1=0oftewel k:y=x+1

Substitutie van y =x + 1 in x? +y? — 10x — 2y + 9 =0 geeft
X+ (x+1P?-10x—2(x+1)+9=0

W+ +2x+1-10x—2x—-2+9=0

2x>—-10x+8=0

X -5x+4=0

x-Dx-4)=0

x=1lvx=4

x=1eny=x+ 1 geeft het snijpunt (1, 2).

x=4 eny=x+ 1 geeft het snijpunt (4, 5).
Substitutie van x=t+ 1 Ay=2t+ 1 in x> +3? — 8x — 4y + 10 = 0 geeft
(t+1)2+ Q2+ 12— 8(t+1)—4Q2t+1)+10=0
P+2+1+42+4t+1-8—-8-8—4+10=0

52 -10t=0

5(t—2)=0

t=0vit=2

t = 0 geeft het snijpunt (1, 1).

t = 2 geeft het snijpunt (3, 5).

Bladzijde 70

il a

2x — 3y +4 =0 geeft 2x =3y — 4 oftewel x = 1%y—2.
Substitutie van x = 13y — 2 in (x — 6)> + (y — 1)? =26 geeft
(13y—2-6)2+ (y— 1)>=26.

Voer in y, = (13x — 8) + (x — 1)* en y, = 26.

De optie snijpunt geeft x =2 en x = 6.

Dusy=2eny=6.

y=2enx= l%y — 2 geeft het snijpunt (1, 2).

y=6enx= I%y — 2 geeft het snijpunt (7, 6).

3x + 4y =19 geeft 4y =-3x + 19 oftewel y = —-i—x + 4%,
Substitutie van y =-3x + 43 in x2 +* — 4x + 6y — 12 = 0 geeft
K+ (3x+43)? —dx+6(-3x +43)—12=0.

Voer in y, =x2 + (-3x + 4372 — 4x + 6(-3x +43) — 12.

De optie nulpunt geeft x = 5.

x=5geefty =1

Het gemeenschappelijke punt is (5, 1).
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m a Van c is het middelpunt M(5, 1) en de straa1r=\/ﬁ.
k:y=ax+1 oftewel k: ax—y+1=0
5a—1+1] |54
vad+1 a2 +1
5
d(M, k) < r geeft [54] <20
Vai+1
|5a] < /202 + 20

250% <20a% +20
5a2<20
a’<4
=2t 52
b Iy=3x+b oftewel I ix—y+b=0

|§-5—1+b|_l1§+b|

15+b
d(M,k)>rgeeft| j/T |>\/ﬁ
1z
|13+ b|> 25
|13 +8]>5
13+b>5v1i+b<-5
b<-63vb>3}

d(M, k) =

dM, )=

[f] a Het midden M van het lijnstuk 4B is M(%(—l +7), %(3 +-1)) oftewel M(3, 1).

r=d(d, M)=~J3 —-1)*+ (1 -3 =/16 + 4 = /20 en M(3, 1) geeft c: (x — 3)2 + (y — 1)> = 20.

Substitutie van x =-2+3t Ay =6—¢in (x — 3)? + (y — 1)> =20 geeft (-2 + 31— 3)2+ (6 —r— 1) =20
Bt=52+(5-9%=20
92 —-30t+25+25-10t+£=20
102 -40t+30=0
£—4t+3=0
(t—1)t-3)=0
t=1vr=3

t =1 geeft het snijpunt (1, 5).
t =3 geeft het snijpunt (7, 3).
b kry=-2x+poftewel k: 2x+y—p=0

2-3+1-p] |7-4

d(M, k) =

MO=F " "5
7_

d(M,k)=rgeeft| 5p|=\/2_0
7= p| = /100
17-pl=10
7-p=10v7-p=-10
p=-3vp=17
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c_l:y=qx—5%oftewe1l:qx—y—5%=0
3¢—1-5; _P3g-6|

6L

3 0

3¢ — 61| > {204 + 20

dM, > r eeﬂBL—>
g g Al
9% — 39q + 423 > 20g% + 20
-11¢>-39g +225>0
44¢%+ 1569 — 89 <0
44¢% + 1569 — 89 =0
D=156—14 - 44 - -89 = 40000
_156+200 _; , _-156—200 _
7 88 2vd 88
D = 44q° + 156q — 89

\ I

1 1
43 2

dM, 1) =

1
435

444 + 1569 — 89 < 0 geeft -4 < g <1

B 2+(-2=r\ 2_ 2o
door (0, 0) }r2—0 A=
Dusc: x>+ (y—2)*=4.
Substitutie van y = ax? in x2 + (y — 2)? = 4 geeft x> + (ax? - 2)* =4
x2+akt —daxt +4=4
axt+xt—4ax*=0
x2(@>2+1-4a)=0
X2=0vax*+1-4a=0
x=0vai*+1-4a=0
Drie gemeenschappelijke punten in het geval a®x? + 1 — 4a = 0 twee oplossingen heeft.
a*+1—-4a=0
ax*=4a-1

4a—1
2 =
x 7
Deze vergelijking heeft twee oplossingen als 4aa; : >0
4a-1>0
4a>1
a>i

4
Dus voor a > i— hebben de parabool en de cirkel drie gemeenschappelijke punten.

o x?+3y?2=25
i {(x—3)2+y2=16_

x*—(x—-3)7=9
Oplossen geeft x2 — (x2—6x+9)=9
x2—x2+6x—9=9
6x=18
x=3
b De lijn x =3 gaat door de snijpunten A en B van de cirkels.

© Noordhoff Uitgevers by Meetkunde toepassen 57



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Bladzijde 71
m a {x§+y2—2x—4y=0
. P +y?P—14x+24=0
12x—4y-24=0
Ix—y—-6=0

;Jj;_62x_4y:0}x§+(392c—6)2—2x—4(3x-6)=0 )
x*+9x*—36x+36—-2x—12x +24=0
10x%2 - 50x + 60 =0
*=5x+6=0
x—-2)x—3)=0
x=2vx=3
x =2 eny=3x— 6 geeft het snijpunt B(2, 0).
x =3 eny=3x— 6 geeft het snijpunt 4(3, 3).
b y=ax+b }3a+b=3
door A3, 3) b=3—13g
Dusk:y=ax+3-3a.
€ cpxt+y?—14x+24=0
¥ —14x+32+24=0
(x=T7*~49+)*+24=0
(x—T7)2+y*=25
Dus middelpunt N(7, 0) en straal 5.

De loodlijn ND op AP, deelt AP, middendoor, dus DP, = 21./2.

De stelling van Pythagoras in drichoek DNP, geeft DN = /52— (23:/2)2 = \/IZ'% =212,

Dus d(N, k) = 23/2.

7a—0+3-3a

‘ \/ﬁ l = 2%\/5

[4a+3]|=23\2a% +2

16a% +24a + 9 = 63(2a> +2)

16a+24a+9 =123+ 121

330 +24a-35=0

D=24>—4-35--3;=625

a:—24+25= _ 2425
7 7

d d(N, k) =212 geeft

va =1

-

e a=%geeftk1:y=%x+3—%
a=-7geeftk,: y=-Tx+3+21
Dus kl:y=%x+2‘7l enk, y=-Tx+24.
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Bladzijde 72

gy AP=5 ﬁ geeft dat P op de cirkel met middelpunt 4 en straal 5\/5 ligt.

Dus ¢;: (x —3)? +(y —3)*=50
¥ —6x+9+3y?—6y+9=50
x*+yP—6x—6y—32=0
x*+y?—14x+24=0
{x2+y2—6x—6y—32=0
Bx+6y+56=0 a
8x =6y + 56
x=gy+7 }(é +T2+32—14Gy+T7)+24=0
X2 +y7— 14x+24=0f &y
232 +10Ly+49+y*— 105y —98+24=0
1232 =25
y=16
y=4vy=-4
y=4 enx=%y+7 geeft P,(10, 4).
y=-4enx=3y+7 geeft P,(4, -4).

48 y=ax+b } _
: 2a+b=0
door B(2, 0) b=-24

Dus I: y=ax — 2a oftewel I: ax —y—2a=0.
c:x2+yP—2x—4y=0
¥ -2x+y?—4y=0
x-1D?—1+(y—-2y-4=0
(= 12+ (y-2P=5
Dus middelpunt M(1, 2) en straal \/_5_

Y

MQ =57 - 12=2, dus d(M, [)=2
|a—2—2a|_

JZ+ 1
|-a—2|=2ya®+1
a®+4a+4=4(a*+1)
P +4a+d=4a’+4
3a>—4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=l%

a=0geeftllzy=0ena=l%geeftlz:y=1§x—2§.
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[ @ MG(4+5),3(0+5) = M43, 25)
(=430 + (y =250 =7
door A(4, 0)

Dus ¢: (x—43)*+ (y— 252 = 65
x2=9x+20, 1> Sy+6+=6}
x¥+32=9x—-5y+20=0
De lijn door 4 evenwijdig met OB: y = x heeft vergelijking y = x — 4.
Deze lijn snijden met ¢ geeft x> + (x —4)> —9x — 5(x —4) +20 =0
X +x?—8x+16—-9x—5x+20+20=0
2x2=22x+56=0
x*-11x+28=0
x—-Hx-7=0
x=4vx=1
x=7eny=x—4 geeft het punt E(7, 3).
b OB:y=x snijden met c geeft x> + x2 — 9x — 5x +20=0
2x*—14x+20=0
xX*=Tx+10=0
x—2)x—5)=0
x=2vx=5

}r2=(4—4%)2+<0—2%)2=6%

Dus D(2, 2).
d is de cirkel met middelpunt 4 die door D gaat.
Cc=4yP+y*=r\ ,_ AV 492 =
door D(2, 2) }rz_(z W Z=8
Dusd: (x —4)*+)*>=8

¥ -8x+16+32=8

¥ +3?—8x+8=0
d snijden met ¢ geeft punt E.
{x2+y2—9x—5y+20=0
¥ +)2—8x+8=0
-=x—5y+12=0

fcz +;2y—+81xz+8=0} (-5y+12)2+)?—8(-5y+12)+8=0
2502120y + 144+ + 40y - 96+ 8=0
26y — 80y +56=0
13y~ 40y +28=0
D=(-40)>—4-13-28=144
y=40+12=2\/y=40_12=1L

26 26 13
y= 1% en x =-5y + 12 geeft het punt E(6%, 1%).

o AR

%_—) _ -
C n=rpy=m-—d= ol
2

BC: y =5 snijden met ¢ geeft het punt F.

242 _0p_ =

i S 0}x2+25—9x—25+20=0

Y x2=9x+20=0
x—-Hx-5)=0
x=4vx=35

Dus F(4, 5).

= e ps 3 45) (4) (%)A(l)
n=rgy=m-—f= .= =

£ S (2% 5) |2 -5

e ?{,=(f) : (_;)= 5-5=0, dus k L/, dus ZDGF =90°.

Uit de omgekeerde stelling van Thales volgt dat DF een middellijn is van de cirkel
door D, F en G, dus G ligt op de cirkel met middellijn DF.
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Bladzijde 73

] a r,=dd,M)=\JG-0F+(@B-112=\0+4=13

ky ax + 1 oftewel k:ax—y+1=0

/
/o
MQ= (V137 -3 =2

3¢ -3 +1]
M@3,3) endM, k)y=2 geeft ——=

JZ+1

|3a —2|=2/a?+1

90— 12a+4=4a>+1)

9a2—12a+4=4a>+4

50— 12a=0

a(5a—12)=0

a=0v5a—-12=0

a=0va=2%
Dusklzy=lenk2:y=2§x+l.

b O(OAMB)=3-3-2-5-2-3=3

A(0, 1) en B(1, 0) geeft AB=1/2.

1 1
Ly L2
sin(} ZAMB) = zr =%

L zaMB=11.30...°
ZAMB=122,61..°

22,61...
: . . 2 =
360 - (\/13)?=2,566...

De oppervlakte van cirkelsector ABM is

Dus O(V) =3 —2,566... = 0,43.
¢ De middelloodlijn m van lijnstuk CD is de lijn m: x = 5-
n is de middelloodlijn van llJnstuk CM.
Het midden van lijnstuk CM is (2 (5+3),3% 5(0+3)=(4, 12)
n,=Fou= m-—c= (g) - (f)) N ( :,?) en n door (4, 13) geeft n: 2x+3y = —3%.
n snijden met m geeft het punt N.
= =-3l
2+ 3y=320 11 43p=-3L
x=353 i
3y=173
y=2;
Dus N(53, 2).

ry=dM, N) = \[(51 — 3 + 2L - 372 = /6 + § = /63, dus d: (x— 53+ (y ~ 232 =63
22— 11x+30%+)2— 5y +65=63
X4y —11x—5y+30=0
y
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e (x=32+(y—-3y%=13
¥=-6x+9+32—6y+9=13
¥+y’—6x—6y+5=0

csnijdenmetdgeeft{ﬁiﬁ_?)lcxfg:fmozo
5x—y—25=0 B
y2_+5x2_265_6 +5_0}x2+(5x—25)2—6x—6(5x—25)+5=O
YT 05k — 250x+ 625 — 6x — 30x + 150 +5 =0
26x2 —286x+780=0
X=11x+30=0
(x~5)x—6)=0
x=5vx=6

x=6geefty=5-6—-25=5, dus E(6, 5).
De totale massa i§)3 +4+5+8=20.
Z=3%(3 c+4-d+5-2+8 m)

i o 1)
561G

:L(%): 45
049/ 25

Dus Z(433, 257).

14.4 Werken met parametervoorstellingen en bewegingsvergelijkingen

Bladzijde 75
1 @ x=3cos(f) Ay =3sin(f)
51 y
b x=3cos(f) Mlic @0  x_9=3 cos(?) oftewel x =2 + 3 cos(¢)
y=3sin(f) enhtie 0.9 5, — 4 = 3gin(7) oftewel y=4+3sin(?)
Straal 3 en middelpunt (2, 4).

Bladzijde 76
B a G-5P+(y+12-4

¥ —=10x+25+3*+2p+1=4
¥+ =10x+2p+22=0

b (x—4p+(y—37=1
X =8x+16+32—6y+9=1
X +y?—8x—6y+24=0

c (x—23)*+(y-3=16
X*=5x+65+)2—Ty+125=16
2+ —5x—Ty+25=0

d (=12 +(y—272=9
¥=2x+1+)2—4y+4=9
x2+y?=2x—dy—-4=0

SI x=-3+/10cos(t) Ay =-4 +/10sin(?)
b x?+)2—4x—10y+13=0
¥ —4x+3?—10y+13=0
(x—2y-4+(y-5%-25+13=0
x—2)*+(y—-52%=16
Dus x =2 +4cos(f) Ay =5+ 4sin(f).
¢ X+ +2p=0
¥?+(y+172-1=0
2+(y+1y=1
Dus x = cos(f) Ay =-1 + sin(f).
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11 Een parametervoorstelling van ¢ is x =3 + 5cos(¢) A y =4 + 5sin(?).

Het midden Q van P(3 + 5 cos(?), 4 + 5sin({)) en A(-5, 2) is

OG (3 +5cos(f) — 5), 1 (4 + 5sin(7) +2)) = O(-1 + 25 cos(t), 3 + 2;sin(f)).
Dus O ligt op de cirkel (x+ 1)?+ (y — 3)*=6}.

Bladzijde 77

B 2+y’-12x—-4y+32=0

=120+ —4p+32=0
(x—62—36+(y—22—4+32=0
(6= 67+ (y—2° =8

Een parametervoorstelling van ¢; isx =6 + 2\/5 cos() Ay=2+ 2\/5 sin(f).

Het midden van P(6 + 2\/5 cos(?), 2+ 2\/5 sin(?)) en A(2, 0) is

O (6 + 22 cos() +2), (2 +2+/2sin(z) + 0)) = O(4 + /2 cos(t), 1 +/2sin(¥)).
Het midden van P(6 + 2\/5 cos(?), 2 + 2\/5 sin(?)) en B(-2, 4) is

RC(6+ 242 cos() — 2), 1(2 + 22 sin(f) + 4)) = R(2 + /2 cos(t), 3 + \/2sin(?)).

Het midden van Q en R is

S (4 + \2cos(f) +2 + 2 cos(#), 51 + 2sin(f) + 3 + y2sin(1))) = (3 + 2 cos(0), 2 + /2 sin(?)).

Dus S doorloopt de cirkel ¢,: (x — 3)2 + (y — 2)* =2 oftewel c,: x* + y* — 6x — 4y + 11 = 0.

-2 cos(f)

[ , a A0 = (_2 -2 Sin(t)

E}’:@’+A_§=( 2 cos(?) )+(-2 — 2sin(f)
2 cos(?)

2+ 2sin(f)

d
b B

=2cos(?) — 2sin(r)

=0 geeft 2cos(f) — 2sin(9) =0
sin(?) = cos(?)
tan(f) =1
t= in tk'm

b
dr
dys
dt

yg = 2sin(t) + 2cos(t) + 2

) geeft B =25R _ (—2 —2sin(?)
-2sin(t) +2cos(t) —2
2sin(f) +2cos(t) +2
Dus xz = -2sin(f) + 2 cos(f) — 2 A yp = 2sin(f) + 2 cos(?) + 2.

- Ol NI/

yp is minimaal voor ¢ = Izn+k-2m

t= 11 geeft A(2cos(13m), 2+ 2sin(15m)) = A(—+/2, 2 = \2)
A(—\/E,Z—\/E) opy=axgeeft—a\/§=2—\/§, dusa=1 —\/E.
¢ xz=-2sin(f) +2cos(f) — 2 A yz = 2sin(?) + 2 cos(?) + 2 oftewel
xg+2=-2sin(f) + 2 cos(f) A yg — 2 = 2sin(f) + 2 cos(?)
(x+2)% + (y — 2)> = (2sin(?) + 2 cos(#))? + (2sin(?) + 2 cos(?))?
= 4sin?(¢f) — 8 sin(£)cos(z) + 4 cos¥(f) + 4 sin’(£) + 8 sin(r)cos(?) + 4 cos*(f)

= 8 sin?(f) + 8 cos?(?)
= 8(sin?(¥) + cos?(?))
=8

Dus B doorloopt de cirkel met vergelijking (x +2)2 + (y —2)*=8.
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7 a x(3)=3eny(3)=-4, dus P(3, -4).
b y=-1lgeeft#—4t—1=-1
£—4t=0
Ht—4)=0
t=0vit=4

t =0 geeft het punt (6, -1) en ¢ = 4 geeft het punt —%, -1).
De lengte van het lijnstuk is 6——§=6§.
¢ x=6geeft;A—32+5t+6=6
;P —=32+5t=0
12— 9t+15)=0
M=0v2-9:+15=0
t=0 D=(92-4-1-15=21
9+21 9-.21

2 2

t=0vt

Bladzijde 79
EHl @ (P-6t+52=(2—6t+5) (22— 6t+5)=1"—66+5—6+362—30t+ 52— 30t +25 =
#— 128 + 4612 — 60t + 25
(2t— 42 =42—-16t+16
Dusv(t)=\/(:2—6t+5)2+(2t—4)2=\/z4-12z3+46t2—60t+25+4t2—16t+16=Jr‘—12:3+5012—76t+41.
I 1 28— 182 + 50t — 38
a(h)=v()=
2/ — 128 + 502 — 761 + 41 Vit =127 + 5022 — 76t + 41
b x(-1)=5-(-1P-3-(1)2+5--1+6=-2Leny(-1)=(-1)2-4--1-1=4
X(5)=3-5-3-52+5-5+6="2leny(5)=52-4-5-1=4
Dus de baan van P snijdt zichzelf in het punt (—2%, 4).

- (48 — 362+ 100t - 76) =

~ Bladzijde 80
£l a De verdubbelingsformule cos(24) = 1 — 2 sin(4).

b cos(2f) +sin(f) =0
cos(2¢) = -sin(t)
cos(2f) = sin(¢ + m)
cos(2f) =cos(t+m — %n)
cos(2£) = cos(t + 3 )
2t=t+%1t+k : 21tv2t=—(t+%n)+k.2n
t=gm+k-2nv3t=—3n+k- 2n
t=%n+k'2nvt=—%n+k- %n
tin[0, 2n] geeftt=3nvi=1invi=1in

c y(%n) =sin(2 - 37) = sin(x) = 0, dus het punt dat hierbij hoort ligt niet op de positieve y-as.
y(1gm) =sin(2 - 137) = sin(33) = sin(1%7) =-1\/3, dus het punt dat hierbij hoort ligt niet op
de positieve y-as.

d x’(%n) =—2sin(%n) + COS(%n) =-2.1 +% ) +%\/§¢ 0
x'(%n) =2 sin(l%n) + cos(%n) =Dy == %\/E: 9 %\/E;é 0
x'(lin) =-2 sin(Z;—n) + COS(I%E) =2.1- %\/5= - %\/5?,: 0
x'(l%n) =-2 sin(3%n) + cos(l%n) =-2.-1+ %\/5= 9+ %\/5¢ 0

(] a Raaklijn verticaal, dus x'(f) =0 A y(#) # 0.
x'(£) = 0 geeft -2sin(2¢) + cos() =0
-4 sin(f)cos(¢) + cos() =0
cos(f)(-4sin(®) +1)=0
cos(f)=0v 4sin(f)=1
cos(?) =0 v sin(f) = };
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sin(f) = §
sin(¢) + cos*(f) =1

} @)+ cos(() =1

=+ cos¥(f) =1

cos?(f) =12

cos(?) =i 15 v cos(t) = -% 15
Met de verdubbelingsformules cos(24) = 1 — 2sin’(4) en sin(24) = 2 sin(4)cos(4) krijg je
{x(t) = cos(24) + sin(f) = 1 — 2sin?(¢) + sin(?)

¥(t) = sin(2f) = 2 sin(¢)cos(?)
cos(f) =0 met 0 <¢<2m geeft t=é—nvt= 1
t= %n geeft het punt (0, 0)
t= 1%1: geeft het punt (-2, 0)
sin(f) =1 en cos(f) = /15 geeft x=1-2 - GP+i=1lteny=2-;- L15=3/15.
sin(f) =4 en cos(f)=-1/15 geeft x=1-2- GP+3=lgeny=2" 1oL 15 =-315.
De punten zijn (0, 0), (-2, 0), (13, 37/15) en (15, —5y/15).

.

N —

x()=£-3t+2 ft{x’(t)=2t—3
W)=18-20+3t- 15 (9 =£-41+3
Raaklijn horizontaal, dus y'(£) = 0 A x(¢) £ 0.
Y () =0 geeft #—4t+3=0
(t-1)t-3)=0
t=1vit=3
t =1 geeft het punt (0, %)
t =3 geeft het punt (2, -1)
x(f)=0geeft £ —3t+2=0
(t-1)t-2)=0
t=1vit=2
Y(2)=1-23-2-22+3-2—1=-} dus raakpunt (0, -3).

V)= (22 : 42 2 i 3) B (-11) dus iy = (i)

k:x+y=cdoor (0, —%) geeftk:x+y =—§ oftewel k: 3x + 3y =-1.
x(f) =2 geeft £ —3t+2=2

£-3t=0

Ht—3)=0

t=0vt=3
x(0)=2eny(0)=-1
x(3)=2eny(3)=-1 (zic a)
Dus de baan snijdt zichzelf in het punt (2, -1).
> 2:0-3
V(O)‘(02—4 : 0+3)
richtingscoéfficiént -1.
In het punt waarvoor ¢ = 3 is de raaklijn horizontaal (zie a).
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is 45°.
Voor het snijpunt met de positieve y-as geldt ¢ = 1 (zie b).

s> 2:1-3 \_{-1 oy
V(l)—(12_4 . 1+3)—( 0) geeft v(1)=+/(-1)*+0°=1
De gevraagde baansnetheid is 1 cm/s.

v(f) = (2t —3)2 + ( — 4t + 3)? geeft

= (_g ), dus in het punt waarvoor ¢ = 0 heeft de raaklijn

202t —3)+ (2 - 4t+3)2t—4)

a(f) = CQ2t-3) -2+ 22— 4t+3) - 2t —4)=

2[(2t — 3)2 + (£ — 4t + 3)? V@t =32+ (P -4t +3)
22-3)+(1-4+3)2-4) 2--1+0--2 _

W= G apra_4r3p J1+0

De gevraagde baanversnelling is -2 cm/s?.
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(] @ x()=0 geeft cos(r) + sin(2) = 0

cos(f) + 2 sin(f)cos(t) = 0
cos(H)(1 +2sin(?)) =0
cos()=0 v sin(f) =-3
t=%n+k-nvt=—%1t+k- 2nvie=lin+k-2n
tin [0, 2m] geeft t=jmv t=1inve=1inve=13n
y(%n) = sin(%n) —cos(m)=1—--1=2
¥(15m) = sin(13m) — cos(3n) =-1--1=0
y(l%n) = sin(lén) — cos(Z%n) = -% - %= -1
y(1gm) = sin(137) — cos(33m) =-1 1 =1
Er zit I%n - lén = %7: = %n seconden tussen deze twee tijdstippen.

x(p) = cos(p) + sin(2p)

x(m = p) = cos(m — p) + sin(2(n — p)) =-cos(p) + sin(2w — 2p) = —cos( p) —sin(2p)

Dus x(p) =-x(x — p).

y(p) =sin(p) ~ cos(2p)

Y(r ~ p) = sin(n — p) — cos(2(n — p)) = sin(p) - cos(2n — 2p) = sin(p) — cos(2p)

Dus y(p) =y(n - p).

Dus de baan van P is symmetrisch in de y-as.

{x(t) =cos() +sin(2r) . { x(¢) =-sin(£) + 2 cos(2?)

Y(#) = sin(¢) — cos(21) Y (8) = cos(t) + 2 sin(2%)
Raaklijn horizontaal, dus y'(f) = 0 A x'(f) £ 0.
¥(#) =0 geeft cos(¢) + 2sin(27)
cos(?) + 4sin(f)cos(t) = 0
cos(f)(1 +4sin(f)) =0
cos(?) =0 v sin(f) = —41
t=%n+k- nvsin(t)=—;‘1-

t=%n+k- men tin [0, 2x] geeftt=%1tv t= l%n.

t= %n geeft het punt (0, 2)

t= I%n geeft het punt (0, 0)

sin(f) = g _

sin?(?) + cos?(f) = 1} (1 3 +eos’ (D=1

g teos(H=1
cos¥(f) =L
cos(?) =4l 15 v cos() =-3+/15
{x(t) = cos(f) + sin(2¢) = cos(?) + 2 sm(t)cos(t)
¥(t) =sin(?) — cos(2t) = sin(t) 2cos%() + 1

b [ TH 2 NS IS fr= 5 2 o4 =S

y=-1-2- —+1 -13 y=-1-2 +1=-13

Dus horizontale raaklijn in (0, 0), (0, 2), (8\/7 i ) en (-3 \/— 18)

((1))? = (-sin(?) + 2 cos(2£))? = sin®(£) — 4sin(t) cos(2¢) + 4 cos*(2f)

('(9))* = (cos(f) + 2sin(21))> = cos*(z) + 4 cos(z) sin(2) + 4 sin(21)

&1(0)* + (¥ (0))* = sin®(r) — 4sin(?) cos(2?) + 4 cos2(21) + cos(f) + 4 cos(?) sin(2¢) + 4 sin?(21)
= sin’(f) + cos(r) + 4 sin®(2¢) + 4 cos¥(2¢) + 4sin(2¢) cos(f) — 4 cos(2¢) sin(f)
= sin(f) + cos(r) + 4(sin%(2f) + cos?(2£)) + 4(sin(2¢) cos(f) — cos(27) sin(?))
=1+4-1+4-sin()
=5+ 4sin(f)

Dus v(£) = /5 + 4sin(?).

sin(¥) is maximaal 1 en minimaal -1,

De maximale baansnelheid is /S +4 - 1=1/9=3 m/s.

De minimale baansnelheid is /5 +4 - -1=/1 =1 mys.

Hoofdstuk 14
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2
f ()= /5+4sin(0) geeft a(t) = T\/—41=(t) 4cos(f) = —“g\/—%g
_ 2cos(m)

____ 2
alm) = 5 +4sin(m) /5 s

. a t=1 geeft P(-4,-4)en O(2, 5).

PQ=+J2—-4?%+(5—-4)= /117 cm
b x=-t+3 oftewel t=-x+3
Dit geeft y=3(-x+3)+2=-3x+9+2=-3x+11.
Een vergelijking van de baan van Q is y =-3x + 11.
¢ xp(t) =xg() A yp(t) =y ol1)
—2t=3=-t+3A2+t-6=3t+2
£—t—6=0Ar-2t—8=0
E+2)(t—3)=0A@+2)¢t-4=0
(t=2vi=3)A(t=-2vt=4)
t=-2

{ ) =2t—2 {x’Q(t)=-1
Y =2t+1" 10 =3

b _2--2+41_,

Voor de baan van P geldt [dxl?z =T =%
Voor de baan van Q geldt PZ] o =3
g dxli=2 -1 ’

tan(a) = % geeft a =26,56...°

tan( ) =-3 geeft §=-71,56...°

a—f=98,13..°

Dus de hoek tussen de banen is ongeveer 180° —98° = 82°,

d d
d [_J’] ={y] geft2t+1 3
P

dx dx 2t—-2 -1
6t—6=-"2t—1
8t=5
t:é

=2 geeft het punt (- 35, “464)
2t—2
e V)= (2t % 1) geeft ap(f) = ( )

vP(t) L ap(f) geeft (2t+?) (§)=O
4i—4+4t+2=0
8r=2

t= ‘17 geeft het punt (-3 17—6, -5 %).

f y()=0geeft#+:1—6=0
t-2)t+3)=0
t=2vit=-3

t =2 geeft het punt (-3, 0).

\7},(2):(% ;;?) =(§) en vp(2) = \/ZT-F?= \/ﬁcm/s

vp() =JQRt =27+ 2t + 1)2 =42 — 8t + 4 + 42 + 4t + 1= /82 — 41 + 5 geeft

a(t)=—l—-'(16t—4)=—-ﬂ—
A o R —4t+5 J82Z—4t+5

16—-2

CZP(Z) \/378_"' = \/7 29\/—_ m/s
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i Bladzijde 82
[11 a y(¢)=0 geeft cos(2f) —sin(£) = 0
1 = 2sin’(f) — sin() = 0
sin?(f) +3sin(f) —3=0
(sin(®) + 1)(sin() — ) =0
sin(f) =-1 v sin(f) = %
t=—%n+k' 2nvt=%n+k' 21tvt=%n+k'2n
0<t<2mgeeftr= 1%nvt=énvt=%n
t= 15w geeft x =-1
t=%n geeftx=%+%\/§
t=%n geeftx=%—% 3
Dus op dit tijdstip is x, =3 + %\/E '
b x(?) = y(z) geeft sin(2¢) + cos(2¢) = cos(2f) — sin(¢)
sin(2f) = -sin(?)
2 sin{f)cos(?) = -sin(?)
sin(f) =0 v 2cos(f) =-1
t=k-mvcos(t)=-3
t=k'1tvt=§1t+k' 2nvt=-§n+k' 2n
0<t<2n geeftt=1tvt=§nvt= I%n
t= %n geeft het punt (-1 — %\/—, -1- %\/5)
t=m geeft het punt (1, 1)
t= I%n geeft het punt (-1 +% 3,-1+1/3)
: x(2) = sin(2¢) + cos(21) coft x'(f) = 2 cos(2¢) — 2 sin(2¢)
y(f) = cos(2¢) — sin() & () =-2sin(2¢) — cos(?)
W) = /(2 cos(2¢) — 2sin(21))? + (-2 sin(2£) — cos(?))?
Voer in y; = /(2 cos(2x) — 2 5in(2x))% + (-2 sin(2x) — cos(x))>.
De optie maximum geeftx =~ 2,62 eny = 3,77.
De maximale snelheid van P is ongeveer 3,77.
> (2cos(0) -2 sin(O)) _ ( 2)
4 Y0 (—2 sin(0) — cos(0)] ~ \-1

> - [2cos(2m) —2sin(2n)\ (2
v(m) = ( -2 sin(2x) — cos(m) ) B (1)
2

)0 2peny

s o AN 1-1_3
cos(£(v(0), v(x))) = '(2 )| . ’(2)’ \/5 - \/g 5
— - _l l
Dus Z(v(0), v(w)) = 53,1°.
ra : 2
e s =gp el OB =55 2 cos(t) = 22250

X Xp=: cos(t) =—;
cos(t) = 0—; geeft x, = OB cos(?) sin(f) sin(?)

[i1:] Hoofdstuk 14 © Noordhoff Uitgevers bv
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b y
Bl
{4
M
T A 2
¢ .
0 B

ZGOB =t geeft ZMOA =511
AOAM is gelijkbenig, dus LMAO = ZMOA =5m—t.

Hockensom driehoek in AOAM geeft ZOMA=mn— (%n -H— (%1: -1 =2t

1 -
cos(ZLOMA) = % = lyP =1—yp geeft yp=1— cos(LOMA)
Dus yp=1 — cos(2¢).

c y=%geeﬁ 1 —cos(2t)=%
cos(2t)=%
2t=%n+k-2ﬂ:v2t=—%n+k-2n
t=én+k-nvt=-%n+k-n
O<t<mgeeftt=¢(nve=32n

2 cos(tm) 2-1\/5
O

1
t=g¢mgeeftx= 3
Sl sin(gm) 5
2cosGr) 2--1\3
t=3m geeft x=— §‘5 ) _ 12 —23
sin(zm) B
CD=2\/3--23=43
~ 2cos(f) .. sin(f) - 2sin(f) —2cos(?) - cos(t) -2
4 0= sin(f)  geeftd” 0= sin’(f) ~ sin?(f)
y(6)=1- cos(2t) y(t) = 2sin(2f)
2
(1)2 -8 N 3
=tmgeetvim = 7z = 5} dusies { ,
x(tm) =23 (ziec) eny(im)=1-cosGm)=1-3=3
x\/3+8y=c B . G
door (2\/5, %)} . 2\/5 \/§+ 8-3=10
Dus k: x,/3 + 8y = 10.
0 2cos(?) ’ .
x = g . . __ 6 B 8
e = lsing))s(zt) invulleniny = 2+a geeft 1 —cos(2f) (2 cos(t))z
g sin(f)
- 8
—(1 — 2 S -
1 — (1 —2sin’(2)) rpmT »
sin?(f)
2sin®(f) = .
cos?(?)
sin(f)

2 cos?(f) + 2sin’(f) =2
2(cos?(¢) + sin?(£)) =2
2:1=2

Dit klopt voor elke ¢, dus voor de baan van P geldt y(x) = xzi Y

@© Noordholf Uitgevers by Meetkunde toepassen
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8 .
f yx)= Zia geeft y'(x) =

0—-8- 2x: -16x
(x2+ 4)2 (x2+ 4)2 en

_ (P H+4P 16— -16x - 2(x2 +4) - 2x  -16(x2 +4) + 642 _ 48x2—64

y (x) (x2+4)4
Y'(x) =0 geeft 48x? — 64 =0
48x? = 64
2=4
3
x=3fBvx=-13

24 u

(x2 + 4)3

= (xz + 4)3

8
=53 geefty=g =gy = = henx =33 geefty I3

3
Dus de buigpunten zijn (%ﬁ, 1 %) en (- §\/§, 1 %).

Diagnostische toets

"1 Zie de figuur hiernaast.

70

A heeft massa 9.

B heeft massa 6.

C heeft massa 10.

De totale massa is 9 + 6 + 10 = 25,
Z=509a+6-b+10-¢)

sl -0
(-6

_ 1 (100)_( 4)
=3 —1h24
5\ 74) 2%

5 4 25 5

~

{ﬂ=tg+4ﬁ)

gt (152), dusm: 12x+5y=c¢
m door (3(-1+11), 5(-2+3))=(5, 1)
m snijden met b geeft 12(-1 + 38 + 5(-2+ 117) = 621
-12+36¢— 10 + 55¢ = 624
91¢=841
;=B
t=%geeftx=—1 +%-3
Dus S(13, 82).

!

=

g

1

Hoofdstuk 14

, (152), dus |4B| =122+ 52 =13.
ac-2-a=(3)-(2)~(3) auslac|= yeapTa=s.

7,=5-4B + 13 -A_c’=5-(12)+13-(_3)=(60)+("39)=(21

2 77

m: 12x + 5y =621

lgeny=-2+5-11=82

g

i
11
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Alternatieve uitwerking

r =E—Z=(“)—(—1)=(12) dus 7 =( X )enAB' 5x—12y=19
= 3 2 5/ AR 12 ’ ’
re=¢—a= (”24)— (_;)=(j) dus ZAC=(;‘) en AC: 4x + 3y =-10.
P(x,y) op b end(P, AB) =d(P, AC) geeft

|5x— 12y — 19|  |4x+3y+10]

V169 V25
5x =12y —19] |4x+ 3y +10]
13 - 5

13« [4x+3y+ 10| =5 - [5x— 12y — 19|

13(4x+ 3y +10) = 5(5x — 12y — 19) v 13(4x + 3y + 10) = 5(-5x + 12y + 19)
52x+ 39y + 130=25x — 60y — 95 v 52x + 39y + 130 = -25x + 60y + 95
27x+99y=-225v 77x — 21y =-35

Ix+1ly=-25v1lx-3y=-5

Uit de figuur die bij de situatie hoort, volgt b: 11x — 3y =-5.

n,=7p= (152), dusm: 12x+5y=c¢
m door (3(-1+ 11),3(-2+3)) = (5, })

m snijden met b geeft het punt S.

m: 12x + 5y =623

+5y=621 +15y=187%
e HE ST o e
91x=1621
11
)162x1-:45y=62;-} 123' s+ 5y :162%
213+ 5y =62}
Sy=4ly;
y=83
Dus S(13;, 83).

Stel M(3p, p) is een punt op m.
2-3p—pl_13p-2-p+8

d(M, k) = d(M, ]) geeft

V5 V5
5| =p + 8]
Sp=p+8vSp=-p—38
4p=8v6p=-8
p=2vp=—1%
N _ 5-2] 10
p=2 geeft My(6,2) enr, =d(M,, k)= —5——7?— 2./5.
Dus ¢;: (x —6)*+ (y —2)*=20.
1 . I5--151 6 |
p=-1; geeft My(-4,-13) en r, = d(M,, k) = 7 = $= 13/5

Dus c,: (x +4)+(y+ 132 =85,

a Zie de figuur hiernaast.
Stel de straal van d is gelijk aan r.
Danis NP=5—r,MP=4—ren MN=r +4.
De stelling van Pythagoras geeft
NP? + MP? = MN?
(S—rP+@=—rP=(r+4y
25-10r+r+16 - 8r+r=r+8r+16
2 —26r+25=0
r—D(r-25=0
r=1vr=25(vold. niet)
Dus N(1, )end: (x— 1)*+(y—-1)*=1.
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b Stel het middelpunt van cirkel e is Q.
Stel I: y = ax + b oftewel L ax—y + b =0.

3a—3+b e
dQ,1)=3 geeﬁlil/—_—2+—l—l=3 oftewel l3a—3+b|=3\/?+1.
a
|5a—4+b|

d(M, ]) =4 geeft — = 4 oftewel |Sa— 4+ b|=4Ja® + 1.
a

Hieruit volgt 3 - [Sa—4+b|=4 - |3a—~3 +b|
|15a — 12+ 3b| =|12a — 12 + 4|
15a—1243b=12a-12+4bv 15a—12+3b=-12a+ 12 - 4b
3a—b=0v27a—24+7b=0
b=3av2la—24+7b=0

b=3ainvullenin [3a — 3 + b| =3/a? + 1 geeft [3a —3 +3a| =3 /a* + 1
|6a—3|=3a*+1

2a—1|=a>+1
4a’?—4a+1=a*>+1
3a>-4a=0
a(3a—4)=0
a=0va=%
a = 0 geeft de raaklijn y = 0.

a=g—geeftb=3 : ;1=4enditgeeftderaaklijny=%x+4.

Dus/;:y=0enly:y =l%x+4.

W a y=ax+2 substitueren in (x — 3)* + (y — 2)* = 4 geeft
(x—3)*+ (ax)’ =4
¥—6x+9+ax’=4
(@+Dx2—6x+5=0
D=(-60—4- (a2 +1) - 5=36—20a>—20=-20a% + 16
D> 0 geeft-20a?+16>0

-20a%>>-16

-5/5<a<3 5
b l:y=%x+boftewell:x—2y+2b=0
Van c is het middelpunt M(3, 2) en de straal r = 2.
|3 —4 +2b|
_—>
J5
|-1+2b|>2/5
S1+2b<-25v-1+2b>2\5
26<1-2{5v2b>1+25

b<i-\Bvb>L+ 5

d(M, 1)>2 geeft 7]

Bladzijde 87
I o c(x—62+(y—2Y=25
x2—12x+36+)y?—4y+4=25
¥ +y?—12x—4y=-15
¢, en ¢, snijden geeft de punten 4 en B.
{x2 +y2=5
x2+yr—12x—4y=-15
12x+4y =20
Ix+ty=5
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= X+ 9x2—30x+25=5

10x2 —30x+20=0

x¥-3x+2=0

x-Dx-2)=0

x=1vx=2
x=2eny=-3x+5 geeft het punt B(2, -1).
b Zie de figuur hiernaast met Q het midden van lijnstuk 4P
en NQ loodrecht op k.
De stelling van Pythagoras in driehoek ANQ geeft
NQ = 5% - (252 =25 - 12} = \[121 = 2L 2.
Dus d(N, k) = 23./2.
k:y=ax+bdoor A(1, 2) geefta + b =2 oftewel b=2 — .
Dusk:y=ax+2—aoftewel k:ax—y+2—a.
l6a—2+2—-a| _|

d(N, k) =232 geeft ———— =212
Jat+1
|Sa| =232a2+ 2
25a% = 63(2a% +2)
25a2 =123a?+ 12}
25a°=12;
a =
a=lva=-1
a=1geeftk;:y=x+1ena=-1geeftky;:y=-x+3.

/| Een parametervoorstelling van ¢ is x = 6 + 4 cos(f) Ay =4+ 4sin(r).
Het midden Q van P(6 +4cos(t), 4 +4sin(?)) en A(-4, 2) is
Q(2 (6 +4cos(f)—4), L 3 (4 +4sin(t) +2)) = Q( 1 +2cos(?), 3 + 2sin(?)).
Dus Q ligt op de cirkel (x — 1)2+(y —3)* =

x(f) =1 x(H=2t
{y(t) =-£+32+9¢ geell {y’(t) =-32+6t+9

Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus y(1) =0 A x(£) £ 0

32+6t+9=0A2+#0
—2t—3=0At#0

#+DE-3)=0At#£0
(t=-1vet=3)At#0
t=-1v¢=3

t=-1 geeft het punt (1, -5) en =3 geeft het punt (9, 27).

Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in de punten (1, -5) en o, 27).

Raaklijn evenwijdig met de y-as, dus x/(¢) = 0 A y/(#) # 0
t=0At£-1At#3
t=0

t = 0 geeft het punt (0, 0).
Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in het punt (0, 0).

b =2 geeft (i:g;) = (_3 _ 2224_. 62- 54 9) = (g), dus 1, = (_94)

t=2 geeft A(4, 22)
—dy=c| _o. 4 4. __
A(4,22) }c—9 4-4-22=-52
Dus k: 9x — 4y =-52.

€ x=9geeft?=9

t=-3vt=
Zie vraag a, t=3 geeft een horizontale raaklijn,
t=-3 geeft rc a) ~ 55
g raaklx_]n ( 3) -6

tan(gp) = 6 geeft ¢ = 80,5°
Dus de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt, is ¢ ~ 80,5°.
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1 a

V(1) = (_3 _ (_1)22 '+_61 = 9) = (_02) geeft w(1) = (22)7 + 07 =2

De baansnelheid in C is 2 cm/s.
w(t) = QI + (32 + 6t +9)2 = \J42 + (-3 + 6t + 9) en

— ) — I . . (- . (-
a()=v(¥) AT PG Op (8t+2 - (32 +6t+9) - (-61+6))
1

_ 1
D= a3 -6+op

Dus de baanversnelling is -2 cm/s.

2d

x(£) = sin(27) coft x(f) =2cos(20)
()=t +cos(t) & ()= 1 - sin(f)
Raaklijn evenwijdig met de x-as, dus y(£) =0 Ax(1) # 0
1 —sin(f)=0A2cos2) #0
sin(f)=1 /\21‘#%1‘[‘*‘](' T
t=%n+k'2n/\t¢%n+k' A
tin [-x, ] geeft t = %n
t= %n geeft het punt (0, im).
Dus de raaklijn is evenwijdig met de x-as in het punt (0, %n).
Raaklijn evenwijdig met de y-as, dus x()=0 A y () #0
t=}7n+k-%n/\t¢%n+k- 2n
tin [-x, 7] geeft t=—%nvt=—%nv t=imvit=
t=-3n geeft (1, -2n-32)
t=-1m geeft (-1, -im+ 2
t= in geeft (1, ‘lTn +% 2)
t=>2m geeft (-1, 2n-32)

Dus de raaklijn is evenwijdig met de y-as in de punten (1, -%n = %\/i), -1, -in + %\[2_),

(L jn+3v2) en (-1, 31— 32).

w(f) = \J(2cos(20))* + (1 — sin(f))?

Voer in y, = /(2 cos(2x))? + (1 — sin(x)).

De optie maximum geeft x =-1,57079... en y = 2,828...
x(-1,57079...) = 0 en y(-1,57079...) = -1,57079... = —%n
Dus de baansnelheid is maximaal in 4.

Marijke heeft dus gelijk.

Hoofdstuk 14

-(—8+2-(—3—6+9)-(6+6))=—-(—8+2-o-12)=$

=-2
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